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摘要
在计算几何中，用于曲线和曲面造型的工具有很多。其中最为常用的方法
有Bézier方法、NURBS方法、B样条方法以及开花方法等。这些方法有一个共同的
特征就是它们的性质都是由各自的基函数的性质所决定的。例如，经典的Bézier方
法，就是以从Bernstein算子中提取出来的Bernstein基函数为基础，构造得到Bézier曲
线。因此，Bernstein基函数的性质决定了Bézier曲线的性质。
随着近些年q-微积分理论的迅速发展，由q-微积分衍生出来的算子越来越广
泛地受到学者关注。本文从Poisson分布函数出发，将其与q-整数相结合，提出
了q-Poisson算子，并从中提取出q-Poisson基函数。由此构造出来的q-Poisson基函数
有着包括非负性、单位分解性及线性无关性在内的许多优良的性质。基于这些
良好的性质，我们构造了q-Poisson曲线，它满足仿射不变性，几何不变性，凸包
性，端点插值性，可约性及变差缩减性等优良性质。同时本文还给出了曲线的
升阶及De Casteljau算法。在给出q-Possion基函数之后，通过将q-Poisson基函数与
经典Bernstein基函数做张量积，给出了q-Poisson-Bernstein基函数，这组基满足非负
性，单位分解性，端点插值性及线性无关性等性质。我们运用该组基函数构造
了q-Poisson-Bézier张量积曲面，该曲面满足以下性质：仿射不变性，几何不变性，
凸包性，角点插值性等。
通过q-整数的引入，给曲线及曲面的造型增加了自由度，使得曲线曲面造型过
程中的形状调整更简便了，也能更好地满足实际需要。
关键词：q-整数; q-Poisson算子;基函数;曲线和曲面
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Abstract
Bézier methods, NURBS methods, B-splines methods and blossom methods are the
most frequently used tools to construct curves and surfaces. Though these methods are
different, there’s one thing in common, that is, properties of curves and surfaces are all
determined by those of their own basis functions.
During these years, researches relevant to q-calculus become more and more popular.
The most widely studied operator is q-Bernstein operator. In this paper, we present a new
kind of bases called q-Poisson bases, which is constructed with one shape parameter based
on q-integers and combined with Poisson probability distribution function. The q-Poisson
bases have lots of good properties, including non-negativity, partition of unity and linear
independence, which are suitable for modeling. Based on q-Poisson bases, we define q-
Poisson curves. They have many good properties similar to classical Poisson curves, such
as, geometric and affine invariance, convex hull property and reducibility. We also present a
degree elevation and De Casteljau algorithm for q-Poisson curves. After that, we present q-
Poisson curves and study their properties. Then we combine q-Poisson basis and Bernstein
basis together to present a new kind of tensor product bases called q-Poisson-Bernstein
bases. Finally, q-Poisson-Bézier surfaces are constructed and their properties are studied.
The combination of the parameter q with classical Poisson probability distribution
function makes q-Poisson curves and surfaces more convenient and flexible for shape mod-
eling.
Key Words: q-integer; q-Poisson operator; bases; curves and surfaces
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第一章 绪论
1.1 研究背景
计算机辅助几何设计（Computer Aided Geometric Design:简称CAGD)是一门数
学与计算机科学相结合的学科。它主要研究的是曲面造型的数学基础理论及方法。
虽然它使用的很多理论工具都有着悠久历史，但计算机辅助几何设计直到二十世纪
六十年代末才具备了一门新学科的雏形。这主要归功于计算机的高速数据运算和强
大图形功能。1974年于美国Utah 大学举办的计算机辅助几何设计学术会议标志着其
作为计算数学的一个分支学科正式建立。计算机辅助几何设计有机地将数学中包括
逼近论、微分几何、代数几何等分支与计算机图形学有机的结合在一起。它的应用
范围十分广泛，包括：工业设计，交通工具的设计，甚至生物医学图像处理都能见
到计算机辅助几何设计的踪影。
在过去的三十年，q-微积分充当着数学和物理学之间桥梁的角色。其中，q-超
几何序列受到了众多专家学者的广泛关注，并将其运用到量子理论、数论、组合
数学、统计力学等学科中 [1]。经过一段时间的发展，基于q-微积分的q-函数开始出
现。
另一方面，离散概率分布函数在计算机辅助几何设计中有着广泛的应用。例
如：Bernstein-Bézier基函数是由二项分布得到的 [2]，而B样条基函数则是由随机
分布得到的 [3]。Morin与Goldman [4, 5]通过将Bézier曲线的概念推广到Poisson曲线
上，给出了一个稳定的，非一致的细分算法，同时给出了收敛性的证明。而后，缪
永伟 [6]给出了一个能计算Poisson曲线上的某一点的升阶算法。近些年，学者们大
量地将q-微积分与离散概率分布相结合，从而得到可用于生成曲线及曲面的带q的
基函数。与一般基函数相比，引入参数q之后的基函数增加了一个自由度，更便
于调整曲线及曲面的形状。在Lupas¸提出q-Bernstein算子之后，Phillips [7]依据q-微
分理论 [8]提出Phillips q-Bernstein算子。此后，越来越多的q-算子被提出（见 [9]
and [10]）。2003年，Phillips q-Bernstein算子 [11]的良好性质被用来构造q-Bézier曲
线。在这次成功的尝试之后，同样基于Phillips q-Bernstein算子的有理q-Bernstein-
Bézier曲线及张量积q-Bernstein-Bézier曲面也被构造出来 [12, 13]。韩 [14]在Lupas¸提
出的q-模拟Bernstein算子基础上构造出了Bézier曲线和曲面。Simeonov和Goldman
[15]基于q-开花算法定义了q-B样条曲线，又称量子B样条曲线。
本文将q-微积分理论与Poisson分布理论相结合，即，将q-整数引入Poisson算
子，从而得到一个新的算子――q-Poisson算子。本文首先回顾了q-微积分理论的基
本概念及符号；接着给出了q-Poisson基的定义并对他的基本性质进行了研究；而
后通过该组基构造了q-Poisson曲线并讨论了曲线的一些性质；最后通过张量积的
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第一章绪论
方法，将经典的Bernstein基与q-Poisson基相结合，构造q-Bernstein-Poisson二元基函
数，由此得到q-Bézier-Poisson曲面，并研究了它的基本性质。
1.2 本文主要内容
本文共有五章内容.
第一章介绍了本文的研究背景和主要内容。
第二章简要介绍了关于q-微积分的基本概念和符号并提出了q-Possion基函数。
第三章利用给出的q-Poisson基函数构造出q-Poisson曲线，同时对曲线的性质进
行了讨论。
第四章通过张量积的方法，将经典的Bernstein基函数与q-Poisson基函数进行结
合，得到二元基函数，再在矩形域[0; 1] [0;+1]上构造出q-Poisson-Bernstein张量积
型曲面。
第五章对全文内容进行了总结并对后续研究进行了展望。
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第二章 q-Poisson基函数
2.1 q-微积分相关概念及符号
本节简要介绍后文将会用到的q-微积分的基本概念及相关符号。
定义 2.1 给定实数q> 0,对任意n 2 N, n的q-整数([n]q)定义如下：
[n]q :=
8<:
1 qn
1 q ; q 6= 1,
n; q=1:
(2.1)
定义 2.2 给定实数q> 0,对任意n 2 N, n的q-阶乘([n]q!)定义如下：
[n]q! :=
8<: [1]q[2]q:::[n]q; n=1,2,  1; n=0: (2.2)
定义 2.3 令q> 0,对任意0  k  n, n; k 2 N,则q-二项式系数定义如下：
n
k

q
=
[n]q!
[k]q![n  k]q! (2.3)
且q-二项式系数满足以下递归方程:
n
k

q
=

n  1
k   1

q
+ qk

n  1
k

q
n
k

q
= qn k

n  1
k   1

q
+

n  1
k

q
为简化表达，我们在后文分别用[n], [n]! 以及 n
k
来表示[n]q, [n]q! 以及 nkq。
定义 2.4 q-模拟(1 + x)nq的多项式展开定义如下:
(1 + x)nq :=
8<:(1 + x)(1 + qx):::(1 + qn 1x); n=1,2,  1; n=0: (2.4)
定义 2.5 （q-序列展开）对任意jxj < 1, jqj < 1,有：
1X
k=0
(1  a)kq
(1  q)kq
xk =
(1  ax)1q
(1  x)1q
:
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第二章 q-Poisson基函数
(1)取a = 0,我们有
1X
k=0
xk
(1  q)kq
=
1
(1  x)1q
; jxj < 1; jqj < 1:
(2)将a及x分别用 1
a
和ax替代,并取a = 0,得到
1X
k=0
( 1)nq k(k 1)2 xk
(1  q)kq
= (1  x)1q ; jqj < 1:
接着，我们介绍两种不同的q-模拟经典指数函数et展开：
"q(t) =
1X
i=0
ti
[i]!
=
1
(1  (1  q)t)1q
; jtj < 1
1  q ; jqj < 1: (2.5)
Eq(t) =
1X
i=0
qi(i 1)=2
[i]!
ti = (1 + (1  q)t)1q ; jtj <
1
1  q ; jqj < 1: (2.6)
由上式易得：
"q(t)Eq( t) = 1: (2.7)
lim
q!1 
"q(t) = lim
q!1 
Eq(t) = e
t: (2.8)
2.2 q-Poisson基函数
本节提出q-Poisson基函数，并对其基本性质进行研究。
定义 2.6 n阶q-Poisson基函数的定义如下：
bnk(t; q) = Eq( [n]t)
1
[k]!
([n]t)k; 0  t < 1
1  qn ; jqj < 1; (2.9)
当q = 1且n = 1时,该基函数简化为b1k(t; 1) = 1k!e ttk，即经典Poisson基函数。
定理 2.1 q-Poisson基函数的性质:
1.（非负性）bnk(t; q)  0, k = 0; 1; 2;   ；
2.（单位分解性）P1k=0 bnk(t; q) = 1；
3.（端点性质）bnk(0; q) =
8<:1; k = 0,0; k 6= 0, 且 limt!( 11 qn ) bnk(t; q)=0；
4.（线性无关性）P
k
ckb
n
k(t; q) = 0, ck = 0, 8 k.
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第二章 q-Poisson基函数
图 2.1 n=3, q=0.1, k自上而下取1, 2, 3, 9时的q-Poisson基函数图像
证明: 非负性，端点性质及线性无关性可直接由基函数的函数表达式得出，故
此处只对单位分解性进行证明。
证明如下：
1X
k
bnk(t; q) =
1X
k
Eq( [n]t) 1
[k]!
([n]t)k = Eq( [n]t)"q([n]t) = 1:
定理 2.2 （q-Poisson基的升阶）一个n阶q-Poisson基可由一组n+1阶q-Poisson基表
出，表达式如下：
bnk(t; q) =

[n]
[n+ 1]
k 1X
l=k

l
k

1  [n]
[n+ 1]
l k
q
bn+1l (t; q): (2.10)
证明: 由q-Poisson基函数的定义，有
bnk(t; q) = Eq( [n]t)
1
[k]!
([n]t)k; (2.11)
bn+1k+m(t; q) = Eq( [n+ 1]t)
1
[k +m]!
([n+ 1]t)k+m: (2.12)
两式作商，有
bn+1k+m(t; q)
bnk(t; q)
=
Eq( [n+ 1]t) 1[k+m]!([n+ 1]t)k+m
Eq( [n]t) 1[k]!([n]t)k
; (2.13)
即
bnk(t; q)
Eq( [n+ 1]t)
Eq( [n]t) t
m =
[k +m]!
[k]!
([n])k
([n+ 1])k+m
bn+1k+m(t; q): (2.14)
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第二章 q-Poisson基函数
利用已知等式"q(t)Eq( t)=1及 [10]中的式[314]，可得
Eq( [n+ 1]t)
Eq( [n]t) =
"q([n]t)
"q([n+ 1]t)
=
1X
k=0
tk
[k]!
([n]  [n+ 1])(k); (2.15)
"q([n+ 1]t)
"q([n]t)
=
1X
k=0
tk
[k]!
([n+ 1]  [n])(k); (2.16)
其中8 x, y, (y   x)(k) =
8<:
Qk 1
m=0(y   xqm); k 6= 0
1; k = 0
又由Eq( [n+1]t)
Eq( [n]t) 
"q([n+1]t)
"q([n]t)
= 1可得
bnk(t; q) = (
[n]
[n+ 1]
)k
1X
m=0

k +m
k

(1  [n]
[n+ 1]
)mq b
n+1
k+m(t; q)
= (
[n]
[n+ 1]
)k
1X
l=k

l
k

(1  [n]
[n+ 1]
)l kq b
n+1
l (t; q)
得证。
定理 2.3 （q-Poisson基的降阶）一个n阶q-Poisson基可由一组n-1阶q-Poisson基表
出，表达式如下：
bnk(t; q) = (
[n]
[n  1])
k
1X
l=k

l
k

(1  [n]
[n  1])
l k
q b
n 1
l (t; q): (2.17)
证明: 由q-Poisson基函数的定义，有
bnk(t; q) = Eq( [n]t)
1
[k]!
([n]t)k; (2.18)
bn 1k+m(t; q) = Eq( [n  1]t)
1
[k +m]!
([n  1]t)k+m: (2.19)
将以上两式相除，可得：
bnk(t; q)
bn 1k+m(t; q)
=
Eq( [n]t) 1[k]!([n]t)k
Eq( [n  1]t) 1[k+m]!([n  1]t)k+m
; (2.20)
通过简单计算，有：
bnk(t; q)t
mEq( [n  1]t)
Eq( [n]t) =
[n]k
[n  1]k+m
[k +m]!
[k]!
bn 1k+m(t; q): (2.21)
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第二章 q-Poisson基函数
同理可得：
bnk(t; q) =
1X
m=0
[k +m]!
[k]![m]!
[n]k
[n  1]k+m ([n  1]  [n])
(m)bn 1k+m(t; q)
= (
[n]
[n  1])
k
1X
m=0

k +m
k

(1  [n]
[n  1])
m
q b
n 1
k+m(t; q)
= (
[n]
[n  1])
k
1X
l=k

l
k

(1  [n]
[n  1])
l k
q b
n 1
l (t; q):
得证。
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第三章 q-Poisson曲线
上一章，我们将q-微积分理论与Poisson函数相结合，得到了一组q-Poisson基函
数。q-Poisson基函数所拥有的良好的性质很适合用于构造曲线。因此，在这一章
中，我们将利用q-Poisson基函数来构造q-Poisson曲线，同时也将研究它的一些基本
性质。
3.1 q-Poisson曲线的定义
定义 3.1 （q-Poisson曲线）由n阶q-Poisson基函数bnk(t; q)生成的q-Poisson曲线定义如
下：
p(t; q) =
1X
k=0
Pkbnk(t; q); 0  t <
1
1  qn ; jqj < 1; (3.1)
其中Pk 2 R3(k  0; k 2 N) 为曲线的控制顶点，bnk(t; q)为q-Poisson基函数。将相邻
的控制顶点Pk以线段相连，即可得到一个多边形，该多边形称为控制多边形。
3.2 q-Poisson曲线的性质
定理 3.1 q-Poisson曲线满足以下性质：
1.仿射不变性和几何不变性。
2.凸包性。q-Poisson曲线总是落在其控制多边形的凸包内。
3.端点插值性。p(0; q) = P0。
4.可约性。q-Poisson曲线在一定条件下可退化为经典Poisson曲线。
5.变差缩减性。即q-Poisson曲线与此平面内任意直线的交点个数不多于其控制多边
形与该直线的交点个数。
证明: 1.（仿射不变性和几何不变性）由q-Poisson基函数满足单位分解性，可
对q-Poisson曲线表达式进行仿射变换，变换后得到的表达式是由新的一组控制顶
点P k对应的一条q-Poisson曲线。与原曲线相比，新曲线只是控制顶点发生了变化，
而曲线形状并没有改变。这说明,q-Poisson曲线并不依赖于坐标系的选取，因此是几
何不变的。
2.（凸包性）由q-Poisson基函数的非负性和单位分解性可知，bnk(t; q)是一组权
函数，因此对于取定的t, p(t; q)即为各控制顶点Pk的加权平均。从几何角度上来看，
这表示q-Poisson曲线落在其控制多边形的凸包内。
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